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１	 はじめに 
	  山を下部境界条件とする大気の振る舞いは「山越え
気流」と言われている．水などの流体が障害物を乗り越
える時，障害物の高さと流体層の深さ・流速の組み合わ
せによって，障害物の下流側で増速した液面が上方に跳
ね上がる場合がある．この現象は跳水（hydraulic jump）
として広く知られている．冬季にシベリアから日本の上
越地方に吹き付ける風は山により阻まれ，跳水のように
強制上昇し，風向に逆らって輸送される．そのため，山
地や山沿いよりも日本海側の平野部や海岸で大雪をもた
らす．これが「里雪」と言われている．このような山越
え気流は，私達の生活と関わっているが，どのような時
にどのような流れになるが，イメージが湧きにくいのも
事実である．これらの現象を統一的に理解するため，運
動量方程式と連続式のみを組み合わせる浅水流体モデル
が広く使われている． Hougton et.al 1) と池内ら 2)がこの
考えに基づき，理論的に上流側のフルード数と上流側の
水深で無次元した障害物の高さで水面形を表すフローレ
ジームを導出した．さらに，銭ら 3) が水理実験で射流と
して障害物に衝突する時跳水が発生する遷移区間の考察
を行っていた． 
	 これらの研究は水などの流体が障害物を乗り越える時，
大気との密度差が大きいため，上部空気の自由水面に与
える圧力の影響が無視できる．しかし，気流が山を乗り
越える時に，密度により成層されている大気において，
各層間の密度差が大きくないため，上部空気層が下部空
気層に与える圧力を考慮しなければならない．また，空
気層の密度変化は連続しており，その詳細は非常に複雑
である．本研究では現象の本質をシンプルに捉えるため，
運動状態により大気を運動空気層と静止空気層の二層流
浅水流体と考え，ベル型の山を下部境界条件とする場合，
下部気流の形状特性を理論的に導出し，数値計算により
検証した． 
２  理論概要 
	 本研究で対象とする二層気流の流れの概要と記号は図
−１と図−２に示す．山に当たる気流は下層の運動空気層
と上層の静止空気層で構成される． 
   2.1	 二層流における基礎式の導出	 
  	 流体が障害物を乗り越える時，密度や圧力，流速の
分布が複雑になり，難解になってしまう．そこで，本質
をシンプルに捉えるため，浅水流体モデルが広く使われ
ている. 
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 以上に示すように基本式は連続式と運動量方程式の２
つのみである.運動量方程式は，流体の上部境界面が等
圧及び等圧と近似できる時に成り立つ．従って，上の式
は図−１に示す静止空気層に応用できるが，下層の運動
空気層に応用できない.下層気流の運動を解明するため，
本研究では，上記の基本式を拡張した. 
	 新たなモデルを構築するため，以下に示す四つの仮定
をした. 
①上層空気層の上境界面は固定されている等圧面(π)と
仮定する．つまり，図−１に示すように二つの空気層の
厚さは定数Hである. 
②各層において，静水圧と仮定する. 
③各層において，密度が 一定と仮定する. 
④運動空気層の下部境界面に働く摩擦力が無視できと仮
定する. 
(1)の連続式はこれらの仮定のもとでも成立するが，運
動量方程式は Newton’s Second Lawによれば微小区間∆xの
運動空気柱を対象にして考えると，次の式が成り立つ. 
m du(x, t)dt = Fexternal
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(1)式の左辺及び右辺は，	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右辺= F1 +F2 +F3                                                                                          (5)   
となる． 
	 ここに，F1 は①②断面に働く圧力の差，F2 は重力が
流線に沿う分量， F3 は静止空気柱が下層に働く圧力の
流線に沿う分量である. 
F1 = π + ρsg H − h− z( )+ ρg h+ z− y( )( )dy
z
h+z
∫ −
                                                          
 
図−１	 流れの概要と記号の定義 
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F3 = π + ρsg H − h− z( )( )Δx
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 これらの式を(3)に代入し，変形すると，下層にも応
用可能な拡張した新たな浅水流運動量方程式(9)式が得
られる． 
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 (1)式と(9)式は二層流基礎式とあるが，∆ρ/ρ=1 になる時，
単層流における浅水流基本式になる． 
2.2山越え気流のレジームの導出	 
	 単位幅流量 q が一定とする定常状態を考えると，      
連続式，	 	            	    uh = const.           	      	 	 	 	 	 (10) 
Bernoulliの定理を適用すると， 
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が得られる．図−１に示すような山越え気流において断
面 O の空気層の内部フルード数𝐹𝑟!! = 𝑢! 𝑔ℎ!∆𝜌 𝜌 ， ∆ρ = ρ-­‐ρ!と断面 Oの空気層の厚さ h0で無次元した山の
高さ η = z/h0の関係式を導出する．(10)，(11)式より次の式
が成り立つ. 
u0h0 = uh = K1 	                                         	  	 (12) 
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(12)，(13)式より u を消去し，整理することにより(14)式
の 3次方程式が得られる．ここに，ℎ∗ = ℎ ℎ! は流入側
の空気層の厚さ h0 で無次元した任意断面の気層の厚さ
である. 
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 Cardano の解法により，(14)式を解くと，跳水・段波が
発生しない限界条件は次式で表せる． 
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 次は図−２に示すような段波・跳水が起きる状態を考
えてみよう．段波の移動速度を𝑐!(山の前面)，𝑐!  (山の背
面)で表す．山の前面では，段波の移動速度𝑐!が０でな
い時に，流入側からの気流が全て乗り越えることなく， 
連続式から(16)式になる. 
(u0 − cl )h0 = (uA − cl )hA                                            (16) 
	 O，A ２断面の単位時間あたりの単位幅運動量(∆M)の
変化は連続式を用い， 変形すると， (17)式になる. 
ΔM /Δt = ρh0 (u0 − cl )2 − ρhA (uA − cl )2  
             = ρh0 (u0 − cl )2
hA − h0
hA
                                   (17) 
	 一方， O，A ２断面間の検査体に働く力はO，A断面
の圧力及び上層気流が下層気流の凸部に働く作用になる．
圧力分布を静水圧分布として，単位幅に働く圧力の差
Fは 
F = ρsg H − h A( )
+ρgy+π
"
#
$
%
&
'dy
0
hA
∫ − ρsg H − h 0( )+ρgy+π
"
#
$
%
&
'dy
0
h0
∫ − π +ρsg H − y( )
"
#
$
%
&
'dy
h0
hA
∫
  = Δρg hA − h0( )
hA + h0( )
2
                                                                   (18) 
となり，(17)=(18)により，山の前面における段波の移動
速度が(19)式で表せる． 
cl = u0 −
Δρ
ρ
g hA + h0( )hA
2h0
                             (19) 
ここで 2層流体における下部運動空気層に対して，比エ
ネルギーEは次式で表される．      
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u，h は任意点における風速と下部境界からの距離であ
る．運動気流に対して，Eの hに関する一階偏微分を０
とすると，限界水深に対応する空気層の厚さ hc に対し
て(21)式が得られる． 
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O，A 断面の間に跳水現象が起きておらず，(10)，(11) 式 
を適用すると，(22)，(23)式が得られる. 
uAhA = uchc = K3                                                   (22) 
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 (16)，(19)，(21)，(22)，(23) 式より， uA,hA,uc,hc,cl の
5 つの未知数が求められる．また，cl = 0の時，これら
の式により発生した段波が静止跳水として停留する条件
が次の式で表せる. 
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 さらに，気流が完全に阻まれ，𝑢! = 0，ℎ! = 𝑧!  を
(16)，(19)式に代入すると，(25)式を得る. 
 
図−２	 段波が起きる山越え気流 
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書き換えると，流入側からの流れが山を乗り越えられな
い限界条件を表す(26)式が得られる. 
Fr0' = (
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η
) η(1+η2 )
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B，C断面において以下に示す連続式(27)式と Bernoulliの
定理(28)式によりuB,hBが求められる． 
uBhB = K3                                      	                           (27) 
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 また，山の前面に生じる段波の導出過程と同様に山
の背面に生じる段波𝑐!の移動速度は次の式で表せる. 
(uB − cr )hB = (ux − cr )hx                                           (29) 
cr = uB −
Δρ
ρ
g hB + hx( )hx
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特性曲線法より，膨張波に対して次の式が成り立つ. 
ux − 2
Δρ
ρ
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(27)，(28)，(29)，(30)，(31)式から 5つ の未知数𝑢!，ℎ!，   𝑢!，ℎ!，𝑐!が求められる．また背面の段波の移動速度𝑐!が停止する条件(𝑐! = 0)も得られる. 
	 上記導出した(15)，(24)，(26)式，cr  =  0の条件式を用い
ることで，各種山越え気流の存在領域を図−３のように
示すことができる．黒の実線，領域①内の灰色の破線，
領域②と領域③の間の黒色の破線，領域②及び領域③と
領域④の間の灰色の実線，はそれぞれ(15)，(24)，  𝑐! = 0の条件式 ，(26)式を表す．ここで，領域①（射流）
と領域⑤（常流）は跳水・段波が発生しない領域，領域
②と領域③はそれぞれ上流側と下流側に伝わって行く段
波を持つ領域，領域③はさらに下流側に伝わる段波が静
止跳水として山の背面に停留する領域，領域④は気流が
山を乗り越えられない領域と推定される．(24)式は上流
側に伝わって行く段波の移動速度𝑐! = 0の条件式として，
跳水・段波が発生しない領域に存在するため，本文にこ
の線が存在しないと推定される．しかし，この線と(15)
式で表している黒色の実線の間の区域は銭 ら 3)の単層流
が障害物を乗り越える研究に水理実験で跳水が発生する
場合も発生しない場合もある遷移領域であることを検証
していた．そのため，この線に関する検討はまた必要で
ある． 
３.	 数値計算	 
	 気流形状を明らかにするため，Newton’s second Law か
ら導出した二層流にも応用できる基本式，(1)，(9)式を
用い，数値計算を行った．計算に用いる差分法は空間と
時間についていずれも２次精度の Lax-wendroff 法である． 
	 (1)と(9)式を書き換えと，(32)式になる. 
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(32)式を Taylor 展開により二次オーダーまで差分近似す
ると， 
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である．差分スキームは次に示す通りである. 
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図−３	 二層流における山越え気流のレジーム図 
 
 である． 
障害物(山の形) は以下のような形に設定した. 
0 ≤ x − L2 ≤ a
a < x − L2
 
ここに 
境界条件: u(0, t) = u(L, t) = u0,h(0, t) = h(L, t) = h0  
初期条件: u(x, 0) = u0,h(x, 0) = h0 − z(x)  
である.図-3 に示すそれぞれ領域①②③⑤に入る A，B，
C，D の４ケースの計算例の各計算条件を表-１に示す．
下層気流の振り舞いが図-4 に示すような形状となった.	 
図-4 により，行った計算例と理論的に推定したフロー
レジームと一致することが分かる． ある高さの山に対
して流速が小さい時と大きい時にのみ定常状態（caseA 
＆ caseD）が存在する．その中間の状態には上流に伝わ
る段波と下流に伝わる段波を伴う非定常な流れ（caseB 
& caseC）となる． 
表-１             各ケースの計算条件 
 case A case B case C case D 
 h0 = 20cm,Zc =10cm,a = 40Δx,
L =1000Δx,g = 980cm / s2,H = 2.3h0
 
u0  266cm/s 98cm/s 42cm/s 28cm/s 
Δρ ρs  1 
Fr0 '  1.9 0.7 0.3 0.2 
Δt  0.0023 0.0035 0.0045 0.0046 
	 図-５は caseB の上部静止空気層の密度のみを変わる
時下部運動空気層気流形状 の検討を行っていた．図-５
により，上層の静止空気層の密度が大きくなるほど立ち
上がる波の断面に働く圧力が大きくなり，段波の上流に
伝わる段波の移動速度が遅くなり，波高が高くなる．そ
のため，上層空気層の密度が大きい時下層運動気流が山
によって少なくブロックされ，下流に伝わる段波の波高
が低くなる． 
４.	 まとめ	 
	  連続式とBernoulliの定理及び運動量方程式から，障害
物に当たる気流のフローレジームを導出した，それによ
り各種気流形状の存在する領域が，流入側の空気層の厚
さ h0で無次元した山の高さ𝜂 = 𝑧! ℎ! と流入側の内部フ
ルード数𝐹𝑟!! = 𝑢!/ 𝑔ℎ!∆𝜌/𝜌 ， ∆𝜌 = 𝜌 − 𝜌! により決
定されることが示された．さらに， Newton’s second Law
から導出した 2層流にも応用できる基本式を用い，数値
計算で各領域に存在する気流の形状を再現した．これら
により得られた知見を以下に示す. 
a) ある高さの山に対して，流速が小さい時と大きい時に
のみ定常状態が存在する.その中間の状態には跳水を伴
う非定常な流れとなることが分かった. 
b)ある高さの山に対して，運動気流において，上流側の
内部フルード数がある臨界値を超えると，段波が山の背
面に静止跳水として停留することを示した. 
c)上層静止空気層の密度が大きいほど，山が運動気流の
ブロック効果が低下する．山の高さと運動気流の速度が
一定の時，上層の静止空気層の密度が大きくなるほど，
下層運動気流が山に阻まれる量が低下し，下流に伝わる
段波の波高が低くなる．逆に上層の静止空気層の密度が
大きくなるほど立ち上がる波の断面に働く圧力が大きく
なり，上流に伝わる段波の移動速度が遅くなり，波高が
高くなることが分かった. 
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図-4 	 の時気流の形状 
 
図−５	 密度差と下層運動空気層の挙動特性の関係 
